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无穷区间上非线性q-差分方程共振问题的可解性
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摘 要:为了拓展非线性量子差分方程共振边值问题的基本理论,研究了一类无穷区间上非线性量

子差分方程共振边值问题。首先,通过构造合适的Banach空间,定义Fredholm算子,计算其核域

和值域;其次,定义其他恰当的算子,并运用 Mawhin重合度理论,建立该问题解的存在性定理;再
次,运用反证法获得该问题解的唯一性结果;最后,给出一个例子说明主要结果的有效性。结果表

明,在非线性项满足一定增长的条件下,非线性量子差分方程共振边值问题至少存在一个解。研究

结果丰富了量子差分方程的可解性理论,为量子差分方程在数学、物理等领域的应用提供了理论

参考。
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Abstract:In
 

order
 

to
 

develop
 

the
 

basic
 

theory
 

of
 

resonance
 

boundary
 

value
 

problems
 

for
 

nonlinear
 

quantum
 

difference
 

equations,
 

a
 

class
 

of
 

nonlinear
 

quantum
 

difference
 

equation
 

boundary
 

value
 

problems
 

at
 

resonance
 

on
 

infinite
 

intervals
 

was
 

studied.
 

Firstly,
 

by
 

constructing
 

a
 

suitable
 

Banach
 

space,
 

the
 

Fredholm
 

operator
 

was
 

defined,
 

and
 

its
 

kernel
 

and
 

value
 

domains
 

were
 

obtained.
 

Secondly,
 

by
 

defining
 

other
 

appropriate
 

operators,
 

and
 

using
 

Mawhin's
 

coincidence
 

degree
 

theory,
 

the
 

existence
 

theorem
 

of
 

solutions
 

to
 

this
 

problem
 

was
 

established.
 

Thirdly,
 

the
 

uniqueness
 

of
 

the
 

solution
 

was
 

obtained
 

by
 

means
 

of
 

proof
 

by
 

contradiction.
 

Finally,
 

an
 

example
 

was
 

given
 

to
 

illustrate
 

the
 

validity
 

of
 

the
 

main
 

results.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

under
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certain
 

growth
 

conditions
 

of
 

nonlinear
 

terms,
 

the
 

boundary
 

value
 

problems
 

for
 

nonlinear
 

quantum
 

difference
 

equation
 

at
 

resonance
 

has
 

at
 

least
 

one
 

solution.
 

The
 

research
 

results
 

enrich
 

the
 

solvability
 

theory
 

of
 

quantum
 

difference
 

equations,
 

and
 

provide
 

important
 

theoretical
 

basis
 

for
 

the
 

application
 

of
 

quantum
 

difference
 

equations
 

in
 

mathematics,
 

physics
 

and
 

other
 

fields.
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  量子微积分即q-微积分,是一种无极限的微积分,最早可以追溯到19世纪末EULER提出的q-指数函

数和GAUSS对q-二项式公式的研究。1908年,JACKSON
 [1]首次给出了q-微分与q-积分的基本形式。与

此同时,量子差分方程应运而生,并被广泛应用于核能物理、量子力学、相对论等领域。研究表明,线性q-差

分方程的应用[2-5]有着自身的局限性,相对而言,非线性q-差分方程能够更加准确地描述自然界中的某些现

象。近年来,有限区间上非线性q-差分方程可解性理论的研究已经获得了许多有趣且重要的成果[6-10]。众

所周知,无穷区间上的边值问题起源于非线性椭圆方程径向解的研究,在应用数学和物理领域具有广泛的应

用背景。由于无穷区间边值问题的特殊性以及q-差分方程研究的复杂性,无穷区间上q-差分方程边值问题

的研究结果较少[11-13]。
共振也叫谐振,是指2个振动频率相同的物体,当其中一个发生振动时,另一个被引起振动的物理现象。

在实际问题中,共振现象都可以归结为微分方程动力系统。微分方程共振边值问题是微分方程领域的一个

重要研究课题,涉及到物理、工程和应用数学等领域,具体表现在机械振动、电路、声学、建筑结构、飞机、汽
车、系统控制等方面,其研究主要集中在解的存在性、唯一性、稳定性等方面[14-18]。随着人们对微分方程共

振边值问题的不断探索,量子差分方程共振问题受到广泛关注。2022年,YU等[19]利用锥上的不动点指数

理论首次研究了非线性q-差分方程共振边值问题解的存在性。值得注意的是,关于非线性q-差分方程共振

问题的研究尚处在起步阶段,尤其是关于无穷区间上q-差分方程共振问题的研究还未见报道。基于上述研

究现状,本文研究一类无穷区间上非线性q-差分方程共振边值问题

D2
qu(t)=f(t,u(t),Dqu(t)), 0≤t<+∞,

u(0)=u(σ), lim
t→+∞

Dqu(t)=0 (1)

解的存在性,其中f:[0,+∞)×R2→R 是连续的,q∈(0,1)且σ∈(0,+∞)。

1 预备知识

定义1[3] 对任意的0<q<1,定义函数f 的q-导数为

Dqf(t)=
f(t)-f(qt)
(1-q)t

, Dqf(0)=lim
t→0

 f(t),

记lim
q→1-

 

Dqf(t)=f'(t)。

特别地,D0
qf(t)=f(t),Dn

qf(t)=DqDn-1
q f(t),n∈N。

定义2[3] 函数f 在区间[0,b]上q-积分定义为

Iqf(x)=∫
x

0
f(t)dqt=∑

∞

n=0
x(1-q)qnf(xqn),

特别地,I0qf(t)=f(t),In
qf(t)=IqIn-1

q f(t),n∈N。
显然,DqIqf(t)=f(t)。如果f 在t=0处连续,则IqDqf(t)=f(t)-f(0)。
引理1[20] 设0<q<1,函数f 和g 在区间[a,b]上是q-可导且q-可积的,则以下条件成立:

1)∫
x

0
f(t)Dqg(t)dqt=[f(t)g(t)]t=x

t=0 -∫
x

0
Dqf(t)g(qt)dqt;

 

2)(xDq∫
x

0
f(x,t)dqt)(x)=∫

x

0
xDqf(x,t)dqt+f(qx,x)。

引理2[21] 设0<q<1,函数f 在x=0处连续,则

∫
t

0∫
+∞

r
f(s)dqsdqr=∫

+∞

0
tf(s)dqs-∫

t

0
(t-qs)f(s)dqs。

  设X 和Y 是实Banach空间,L:dom
 

L⊂X→Y 是一个零指标的Fredholm算子,P:X→X 和Q:Y→Y
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为连续投影算子,且满足Im
 

P=Ker
 

L,Ker
 

Q=Im
 

L,X=Ker
 

L􀱇Ker
 

P,Y=Im
 

L􀱇Im
 

Q。L|dom 

L∩Ker
 

P:

dom
 

L∩Ker
 

P→Im
 

L 是可逆的,逆算子记作Kp。
引理3[22] 令M⊂X。若满足以下条件:

1)M 中的所有函数一致有界;

2)M 中的所有函数在[0,+∞)的任意紧区间上等度连续;

3)M 中所有的函数等度收敛,即∀ε>0,∃T=T(ε)>0,∀t>T,f∈M 有|f(t)-f(+∞)|<ε,
则M 在X 中是相对紧的。

定义3[23] 设Ω 是X 的有界开子集,算子 N:X→Y,且满足dom
 

L∩Ω≠∅,如果QN(􀭺Ω)有界,且
KP(I-Q)N:􀭺Ω→X 是紧的,那么称N 在􀭺Ω 上是L-紧的。

引理4(Mawhin重合度理论[23]
 

) 设L 是零指标的Fredholm算子,并且N 在􀭺Ω 上是L-紧的。假设下

列条件成立:

1)∀(x,λ)∈[(dom
 

L\Ker
 

L)∩∂Ω]×(0,1),Lx≠λNx,

2)∀x∈Ker
 

L∩∂Ω,Nx∉Im
 

L,
3)deg(QN|Ker 

L,Ω∩Ker
 

L,0)≠0,其中Q:Y→Y 为投影算子,Im
 

L=Ker
 

Q,

则Lx=Nx 在dom
 

L∩􀭺Ω 上至少有1个解。
本文假设条件如下:
(H0)函数f:[0,+∞)×R2→R 满足Carathéodory条件,即∀(u,v)∈R2,f(·,u,v)是可测的;对于

几乎所有的t∈[0,+∞),f(t,·,·)是连续的;∀r>0,∃Φr(t),tΦr(t)∈L1
q[0,+∞),Φr(t)>0,使得当

max{|u|,|v|}≤r时,∀t∈[0,+∞),有|f(t,u,v)|≤Φr(t)。
(H1)

 

存在非负函数a(t),b(t),c(t)∈L1
q[0,+∞),满足

∫
+∞

0
sa(s)dqs<+∞, ∫

+∞

0
sb(s)dqs<+∞, ∫

+∞

0
sc(s)dqs<+∞,

使得∀t∈[0,+∞),∀(u,v)∈R2,有|f(t,u,v)|≤a(t)|u|+b(t)|v|+c(t)。
(H2)存在常数A>0,∀t∈[0,+∞),如果|u(t)|>A,则下列不等式之一成立:

u(t)∫
+∞

0
G(qs)f(s,u(s),Dqu(s))dqs>0, (2)

u(t)∫
+∞

0
G(qs)f(s,u(s),Dqu(s))dqs<0, (3)

其中

G(qs)=
qs, 0≤qs≤σ,

σ, σ<qs≤+∞。 
  (H3)存在非负函数l(t),h(t)∈L1

q[0,+∞)满足

∫
+∞

0
sl(s)dqs<+∞, ∫

+∞

0
sh(s)dqs<+∞,

使得∀t∈[0,+∞),∀(u1,v1),(u2,v2)∈R2,有

|f(t,u1,v1)-f(t,u2,v2)|≤l(t)|u1-u2|+h(t)|v1-v2|。

  (H4)若f(t,u1,v1)-f(t,u2,v2)有零点,则存在η>0,使得∀ui,vi∈R,i=1,2,有
inf

t∈[0,+∞)
{t:f(t,u1,v1)-f(t,u2,v2)=0}≤η。

  (H5)存在k1>0,k2≥0,使得∀t∈[0,η],∀(u1,v1),(u2,v2)∈R2,有
|f(t,u1,v1)-f(t,u2,v2)|≥k1|u1-u2|-k2|v1-v2|。

2 解的存在性和唯一性

定义空间X 和Y:
X ={u∈C1

q[0,+∞),lim
t→+∞

u(t)<+∞,lim
t→+∞

Dqu(t)<+∞},

Y=L1
q[0,+∞)∩C[0,+∞),

且空间的范数分别为‖u‖X=max{‖u‖∞,‖Dqu‖∞}和‖y‖Y=max{‖y‖∞,‖y‖Δ,‖y‖1}。其中
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‖·‖∞= sup
t∈[0,+∞)

|·|,‖y‖Δ=∫+∞0 |y(s)|dqs,‖y‖1=∫+∞0 s|y(s)|dqs。易证(X,‖·‖X)和(Y,‖·‖Y)

为Banach空间。
定义线性算子L:dom

 

L⊂X→Y 和非线性算子N:X→Y 为

Lu(t)=D2
qu(t), Nu(t)=f(t,u(t), Dqu(t)),t∈ [0,+∞),

其中dom
 

L={u∈X∩C2
q[0,+∞),u(0)=u(σ),lim

t→+∞
Dqu(t)=0},则问题(1)等价于Lu=Nu。

引理5 定义线性连续算子P:X→X 和Q:Y→Y,

Pu(t)=u(0), Qy(t)=ω(t)∫
+∞

0
G(qs)y(s)dqs,t∈ [0,+∞),

则L 是一个零指标的Fredholm算子,其中ω ∈Y,ω >0且∫
+∞

0
G(qs)ω(s)dqs=1。

证明: 显然Ker
 

L= u∈X:u(t)=c∈R,t∈ [0,+∞)  。
首先,计算Im

 

L。取y∈Im
 

L,则存在u∈dom
 

L,使得Lu=y。对方程两边从t到+∞ 进行q-积

分得

Dqu(+∞)-Dqu(t)=∫
+∞

t
y(τ)dqτ。

  由边值条件lim
t→+∞

Dqu(t)=0得

Dqu(t)=-∫
+∞

t
y(τ)dqτ。

  对上式从0到t进行q-积分得

u(t)=u(0)-∫
t

0∫
+∞

τ
y(s)dqsdqτ。

  根据引理2,有

u(t)=u(0)-∫
+∞

0
ty(s)dqs+∫

t

0
(t-qs)y(s)dqs。

  又由u(0)=u(σ)得

∫
+∞

0
G(qs)y(s)dqs=0。

  因此,Im
 

L ⊆ {y∈Y:∫
+∞

0
G(qs)y(s)dqs=0}。

若y∈Y 且满足∫
+∞

0
G(qs)y(s)dqs=0,令u(t)=u(0)-∫

t

0∫
+∞

τ
y(s)dqsdqτ,易证u∈dom

 

L,Lu=y,

即y∈Im
 

L。因此Im
 

L={y∈Y:∫
+∞

0
G(qs)y(s)dqs=0}。

其次,证明L 是一个零指标的Fredholm算子。
 

任取u∈X,显然Im
 

P= Ker
 

L,P2u(t)= P(Pu(t))= Pu(0)=u(0)= Pu(t),因此X= Ker
 

L􀱇

Ker
 

P。另一方面,对 ∀y∈Y,由∫
+∞

0
G(qs)ω(s)dqs=1,可得

Q2y(t)=Q(Qy(t))=ω(t)∫
+∞

0
G(qs)Qy(s)dqs=ω(t)∫

+∞

0
G(qs)ω(s)∫

+∞

0
G(qτ)y(τ)dqτdqs=

ω(t)∫
+∞

0
G(qτ)y(τ)dqτ=Qy(t)。

  即Q 是一个幂等算子,故有Y=Im
 

L􀱇Im
 

Q,于是

dimKer
 

L=dimIm
 

Q=co
 

dimIm
 

L=1,
这意味着L 是一个零指标的Fredholm算子。证毕。

引理6 定义线性算子KP:Im
 

L→dom
 

L∩Ker
 

P,

KPy(t)=-∫
+∞

0
G(t,qs)y(s)dqs,

则KP=(L|dom 

L∩Ker
 

P)-1,其中

G(t,qs)=
qs, 0≤qs≤t,

t, t<qs≤+∞。 
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  证明: 任取u∈dom
 

L∩Ker
 

P,由于u∈Ker
 

P,则u(0)=0。由引理1的1)和定义1得

KPLu(t)= -∫
+∞

0
G(t,qs)D2

qu(s)dqs=-(∫
t

0
qsD2

qu(s)dqs+∫
+∞

t
tD2

qu(s)dqs)=

-qtDqu(t)+u(qt)-u(0)+tDqu(t)=(t-qt)
u(t)-u(qt)

t-qt +

u(qt)-u(0)=u(t)-u(0)=u(t)。
  对y∈Im

 

L,由引理1的2)得

LKPy(t)=D2
q(-∫

+∞

0
G(t,qs)y(s)dqs)=DqDq(-(∫

t

0
(qs)y(s)dqs+∫

+∞

t
ty(s)dqs))=

Dq(-qty(t))-DqDq(∫
+∞

0
ty(s)dqs-∫

t

0
ty(s)dqs)=Dq(-qty(t))+

Dq∫
t

0
y(s)dqs+Dq(qty(t))=y(t)。

  因此,KP 是L|dom 

L∩Ker
 

P 的逆算子,即KP=(L|dom 

L∩Ker
 

P)-1。证毕。

引理7 设条件(H0)成立,若Ω 是X 的有界开子集,且dom
 

L∩Ω≠∅,则N 在􀭺Ω 上是L-紧的。

证明: 首先,证明QN(􀭺Ω)有界。
令Ω⊂X 是一个有界开子集,对∀u∈􀭺Ω,∃r>0,使得‖u‖X≤r。由条件(H0)知,对于任意的u∈􀭺Ω,

有‖QNu‖Y=max{‖QNu‖∞,‖QNu‖Δ,‖QNu‖1}≤‖Φr‖1·‖ω‖Y<+∞,因此,QN(􀭺Ω)是有

界的。
其次,证明KP(I-Q)N(􀭺Ω)是紧的。

1)任取u∈􀭺Ω,有

|KP(I-Q)Nu(t)|≤∫
+∞

0
G(t,qs)|f(s,u(s),Dqu(s))-ω(s)∫

+∞

0
G(qτ)f(τ,u(τ),Dqu(τ))dqτ|dqs≤

‖Φr‖1(1+‖ω‖1)<+∞,

|DqKP(I-Q)Nu(t)|≤∫
+∞

t
|f(s,u(s),Dqu(s))-ω(s)∫

+∞

0
G(qτ)f(τ,u(τ),Dqu(τ))dqτ|dqs≤

‖Φ‖Δ+‖ω‖Δ‖Φr‖1 <+∞。

  故KP(I-Q)N(􀭺Ω)是有界的。

2)对于任意的0<T<+∞,0≤t1<t2≤T,有
|KP(I-Q)Nu(t2)-KP(I-Q)Nu(t1)|≤               

∫
+∞

0
|G(t2,qs)-G(t1,qs)|(Φr(s)+ω(s)‖Φr‖1)dqs→0,t1 →t2,

|DqKP(I-Q)Nu(t2)-DqKP(I-Q)Nu(t1)|≤

∫
t2

t1

(Φr(s)+ω(s)‖Φr‖1)dqs→0,t1 →t2,

故KP(I-Q)N(􀭺Ω)是等度连续的。

3)事实上,

|KP(I-Q)Nu(t)-KP(I-Q)Nu(+∞)|≤∫
+∞

0
|qs-G(t,qs)|(Φr(s)+ω(s)‖Φr‖1)dqs→0,t→+∞,

|DqKP(I-Q)Nu(t)-DqKP(I-Q)Nu(+∞)|≤∫
+∞

t
(Φr(s)+ω(s)‖Φr‖1)dqs→0,t→+∞,

因此,KP(I-Q)N(􀭺Ω)是等度收敛的。

于是,N 在􀭺Ω 上是L-紧的。证毕。

为了方便计算,记Λ=‖a‖1+‖b‖Δ,Λ1=(η+
k2
k1
)‖l‖Δ+‖l‖1+‖h‖Δ。

定理1 假设条件(H0)-(H2)成立,若Λ<1,则q-差分方程共振问题(1)至少存在1个解。
证明: 首先,令Ω1={u|u∈dom

 

L\Ker
 

L:Lu=λNu,λ∈(0,1)},证明Ω1 有界。

任取u∈Ω1,则Nu∈Im
 

L,∫
+∞

0
G(qs)f(s,u(s),Dqu(s))dqs=0。由(H2)知,存在t0∈[0,+∞),使
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得|u(t0)|≤A,因此,

|u(t)|≤|u(t0)|+|∫
t

t0
Dqu(s)dqs|≤A+t‖Dqu‖∞。 (4)

  对于任意的u∈Ω1,有Lu=λNu,可得

u(t)=u(0)-λ∫
+∞

0
G(t,qs)f(s,u(s),Dqu(s))dqs, (5)

Dqu(t)=-λ∫
+∞

t
f(s,u(s),Dqu(s))dqs, (6)

由式(4)、式(6)和条件(H1)得

|Dqu(t)|≤∫
+∞

0
|f(s,u(s),Dqu(s))|dqs≤∫

+∞

0
(a(s)|u(s)|+b(s)|Dqu(s)|+c(s))dqs≤   

  ∫
+∞

0
{a(s)[A+s‖Dqu‖∞]+b(s)‖Dqu‖∞ +c(s)}dqs≤Λ‖Dqu‖∞ +A‖a‖Δ+‖c‖Δ,

故有

‖Dqu‖∞ ≤
A‖a‖Δ+‖c‖Δ

1-Λ
:=Z1。

  又由式(4)、式(5)和条件(H1)得

|u(t)|≤|u(0)|+∫
+∞

0
s|f(s,u(s),Dqu(s))|dqs≤A+∫

+∞

0
s(a(s)|u(s)|+b(s)|Dqu(s)|+c(s))dqs≤

‖a‖1‖u‖∞ +‖b‖1‖Dqu‖∞ +A+‖c‖1≤‖a‖1‖u‖∞ +‖b‖1Z1+A+‖c‖1,
因此

‖u‖∞ ≤
‖b‖1Z1+A+‖c‖1

1-‖a‖1
:=Z2,

所以,‖u‖X=max{Z1,Z2},即Ω1 有界。
其次,令Ω2={u∈Ker

 

L,Nu∈Im
 

L},证明Ω2 有界。

对于u∈Ω2,有u(t)≡c,c∈R 和∫
+∞

0
G(qs)f(s,c,0)=0。由(H2)知,|u(t)|≡|c|≤A。因此,

Ω2 有界。
再次,令Ω3={u∈Ker

 

L,λJu+(1-λ)θQNu=0,λ∈[0,1]},证明Ω3 有界,其中J:Ker
 

L→Im
 

Q
是线性同构映射,J(c)=cω(t),c∈R,t∈ [0,+∞)。如果式(2)成立,则θ=1;如果式(3)成立,则

θ=-1。

任取u∈Ω3,则u(t)≡c且λc=-(1-λ)θ∫
+∞

0
G(qs)f(s,c,0)dqs。如果λ=1,则c=0;如果λ=0,

由(H2)知,|c|≤A;对于λ∈(0,1),有λc2=-(1-λ)θc∫
+∞

0
G(qs)f(s,c,0)dqs,如果|c|>A,由条件

(H2)得,λc2 <0,矛盾。因此,Ω3 是有界的。

最后,令Ω⊃􀭺Ω1∪􀭺Ω2∪􀭺Ω3∪{0}为X 中的有界开集,由引理7知,N 是L-紧的。由Ω1 有界和Ω2 有

界得:

1)∀(u,λ)∈ [(dom
 

L\Ker
 

L)∩∂Ω]×(0,1),Lu≠λNu;

2)∀u∈Ker
 

L ∩∂Ω,Nu∉Im
 

L。
定义 H(u,λ)=λJu+(1-λ)θQNu,由Ω3有界知,对∀u∈Ker

 

L∩∂Ω,有H(u,λ)≠0。由度的同

伦不变性得deg(QN ∣Ker
 

L,Ω∩Ker
 

L,0)=deg(θH(·,0),Ω∩Ker
 

L,0)=deg(θH(·,1),Ω∩KerL,0)=
deg(θI,Ω ∩Ker

 

L,0)≠0。于是,由引理4可得共振边值问题(1)至少存在1个解。证毕。
定理2 设条件(H0)-(H5)成立,如果max{Λ,Λ1}<1,则q-差分方程共振问题(1)存在唯一解。
证明: 由定理1知边值问题(1)至少存在1个解。假设u1,u2∈X 是边值问题(1)的2个解,则

u1(t)-u2(t)=u1(0)-u2(0)-∫
+∞

0
G(t,qs)[f(s,u1(s),Dqu1(s))-f(t,u2(s),Dqu2(s))]dqs,(7)

∫
+∞

0
G(qs)[f(s,u1(s),Dqu1(s))-f(s,u2(s),Dqu2(s))]dqs=0。 (8)
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  由式(8)知,f(t,u1,Dqu1)-f(t,u2,Dqu2)有零点,故存在ζ∈[0,+∞),使得

f(ζ,u1(ζ),Dqu1(ζ))-f(ζ,u2(ζ),Dqu2(ζ))=0。

  由条件(H4)和(H5)得,ζ≤η和|u1(ζ)-u2(ζ)|≤
k2
k1
‖Dqu1-Dqu2‖∞,因此

|u1(t)-u2(t)|≤ (
k2
k1

+η+t)‖Dqu1-Dqu2‖∞。 (9)

  由式(9)和条件(H3)得

|Dqu1(t)-Dqu2(t)|≤∫
+∞

0
|f(s,u1(s),Dqu1(s))-f(s,u2(s),Dqu2(s))|dqs≤        

∫
+∞

0
(l(s)|u1(s)-u2(s)|+h(s)|Dqu1(s)-Dqu2(s)|)dqs≤

∫
+∞

0
{l(s)[(

k2
k1

+η+s)‖Dqu1-Dqu2‖∞]+h(s)‖Dqu1-Dqu2‖∞}dqs≤

Λ1‖Dqu1-Dqu2‖∞,
又因为Λ1<1,所以‖Dqu1-Dqu2‖∞=0。

由式(7)、式(9)和条件(H3)得

|u1(t)-u2(t)|=|u1(0)-u2(0)|+∫
+∞

0
G(t,qs)|f(s,u1(s),Dqu1(s))-f(t,u2(s),Dqu2(s))|dqs≤

(k2
k1

+η)‖Dqu1-Dqu2‖∞ +‖l‖1‖u1-u2‖∞ +‖h‖1‖Dqu1-Dqu2‖∞ = ‖l‖1‖u1-u2‖∞,

这意味着‖u1-u2‖∞=0,因此u1=u2,即共振边值问题(1)有唯一解。证毕。

3 应用举例

考虑下面非线性q-差分方程共振问题

D2
qu(t)=

1
4E

-qt
q +

1
4E

-qt
q u(t)+

1
8E

-qt
q sin(Dqu(t)), 0≤t<+∞,

u(0)=u(σ), lim
t→+∞

Dqu(t)=0,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (10)

其中,E-qt
q 是q-类指数函数,见参考文献[3]。

这里f(t,u(t),Dqu(t))=
1
4E

-qt
q u(t)+

1
8E

-qt
q sin(Dqu(t)),令a(t)=

1
4E

-qt
q ,b(t)=

1
8E

-qt
q ,c(t)=

1
4E

-qt
q 。显然,|f(t,u(t),Dqu(t)|≤a(t)|u(t)|+b(t)|Dqu(t)|+c(t)。

 

取A=1,对∀t∈[0,+∞),如果u(t)>A,则f(t,u(t),Dqu(t))>
1
8E

-qt
q (2A+1),通过计算易得

u(t)∫
+∞

0
G(qs)f(s,u(s),Dqu(s))dqs>0;如果u(t)<-A,有f(t,u(t),Dqu(t))<

1
8E

-qt
q (3-2A),则

u(t)∫
+∞

0
G(qs)f(s,u(s),Dqu(s))dqs<0。

故条件(H0)-(H2)成立。又‖a‖1=
1
4
,‖b‖Δ=

1
8
,所以Λ=

3
8<1

。因此,根据定理1可知,q-差

分方程共振问题(10)至少有1个解。

4 结 语

本文运用 Mawhin重合度理论,研究了一类无穷区间上非线性量子差分方程共振边值问题解的存在性

和唯一性,所得结果在一定程度上填补了该领域研究的空白,丰富了量子差分方程的可解性理论,为量子差

分方程在力学、量子理论、控制理论等方面的应用提供了理论参考。
但是,本文仅考虑了q-差分方程共振边值问题Lu=Nu 中L 是线性算子且σ∈(0,+∞)的情况,不具有
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一般性。因此,在未来的研究中,将对L 是非线性算子或者σ=+∞的情况作进一步探讨,同时从研究的广

度上,计划研究高阶量子差分方程共振问题、分数阶量子差分方程共振问题以及量子差分耦合系统共振问题

等的可解性理论,拓展量子差分方程共振问题的数值计算方法,进一步探索量子差分方程共振问题的实际

应用。
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